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ABSTRACT. – Our main result is the characterization of the divisors of the Grassmannian Gq−1,n which
are Chow transforms of (q, q)-currents on Pn. This allows us to characterize the currents associated to
algebraic cycles as being those whose direct image by a Veronese embedding has a divisor as Chow
transform. The ingredients of the proof are on the one hand a characterization of Chow forms as solutions
of a system of differential equations that we obtain by a direct method. On the other hand we use classical
results of integral geometry which express the image of the Chow transformation as the space of solutions
of a system of ultra-hyperbolic equations a priori of order 2q + 2 that we then succeed in reducing. Ó 2000
Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS
0. Introduction
On étudie le prolongement aux courants de la transformation qui associe à un cycle algébrique
effectif de l’espace projectif le diviseur des zéros de ses formes de Chow dans la grassmannienne.
Pour le définir on considère, de façon analogue au cas algébrique, la variété d’incidence Γ
associée à la famille des sous-espaces projectifs de dimension q − 1. Le transformé de Chow
d’un courant T de bidegré (q, q) dans PN est alors le courant C(T ) de bidegré (1,1) défini dans
Gq−1,N obtenu par intégration de T le long des fibres de la projection de Γ sur Gq−1,N .
Dans le cas d’un courant fermé d’ordre 0, on donne une façon de calculer C(T ) à partir d’un
potentiel U intervenant notamment en théorie de Nevanlinna et défini par U(Y )= ∫PN\Y T ∧γY ,
où γY est une forme de Green explicite de Y ∈Gq−1,N . Dans le cas où T est le courant associé à
un cycle effectif Z, on retrouve à une constante près la fonction log‖fZ‖ avec fZ une forme de
Chow de Z.
On vérifie ensuite l’injectivité de la transformation de Chow ainsi que celle, en restriction
aux courants fermés, de sa trace et on étudie son image. Une formule d’inversion pour la
transformation de Radon des fonctions due à Helgason (cf. [13,14]) permet de traiter le cas
des courants de dimension 0. Pour les courants de bidegré (q, q) qui sont localement plats, on
la combine avec un slicing pour obtenir l’injectivité. Dans le cas général, on la combine avec
des calculs effectués pour les formes C∞ par I.M. Gelfand–Gindikin–Graev–Shapiro (cf. [7,
8]) qu’on étend aux courants et qui fournissent aussi une description de l’image de C comme
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espace des solutions d’un système d’équations différentielles ultra-hyperboliques d’ordre 2q+ 2
intervenant classiquement en géométrie intégrale (cf. [15]). Grâce à un argument de projection,
nous parvenons ensuite ici à diminuer l’ordre de ces équations.
Notre principal résultat est la caractérisation des diviseurs deGq−1,N transformés de Chow de
courants. Ce sont ceux dont chaque composante irréductible est une forme de Chow ou bien une
forme de Chow tangentielle d’un sous-ensemble algébrique de PN de codimension < q dont la
variété duale est de dimension égale à q − 1. Ceci permet de caractériser les courants associés
aux cycles algébriques de PN comme étant ceux dont l’image directe par le plongement de
Veronese PN → P(N+dd )−1 en degré d > 2 a pour transformé de Chow un diviseur. On en déduit
aussi une caractérisation des courants associés aux cycles algébriques comme étant les courants
fermés de bidegré (q, q) localement rectifiables de PN , répondant ainsi dans le cas algébrique à
un problème de Harvey–Shiffman, résolu dans le cas des courants positifs dans [16], avec une
hypothèse sur la dimension du support dans [12] et en bidegré (1,1) dans [18]. Ce problème est
motivé par les travaux de Lawson–Simons concernant la caractérisation des cycles algébriques
d’une variété projective X ⊂ PN comme les 2q-courants fermés localement rectifiables stables
par les déformations holomorphes de X dans PN . Cette caractérisation était énoncée dans [17]
uniquement dans le cas de PN ou avec la même hypothèse sur la dimension du support. Les
courants localement rectifiables ayant été introduits pour calculer la cohomologie à coefficients
dans Z (cf. [6]), le résultat que nous obtenons permet de donner la formulation suivante de
la conjecture de Hodge : si T est un 2q-courant fermé localement rectifiable dans une variété
projective X dont la classe de cohomologie complexe {T } ∈Hq,q(X), alors il existe m ∈ Z∗ tel
que mT soit cohomologue dans X à un (q, q)-courant fermé localement rectifiable.
Un ingrédient essentiel de la démonstration est une caractérisation des formes de Chow
comme solutions d’un certain système d’équations différentielles. C’est d’abord Cayley (cf. [2,
3]) qui a montré qu’une hypersurface irréductible Σ de G1,3 définie en coordonnées de Plücker














dans Σ est l’ensemble des droites intersectant une courbe de P3 ou bien l’ensemble des droites
tangentes à une surface de P3. Le cas général est dû à M. Green–I. Morrison (cf. [10]) qui
ont donné des conditions géométriques caractérisant les formes de Chow traduites à l’aide du
théorème d’intégrabilité de Frobenius par un système d’équations différentielles exprimées en
coordonnées de Plücker. Dans [9] ces mêmes conditions sont mises en équation en utilisant
des coordonnées affines sur la grassmannienne, mais les calculs ne sont pas complètement
explicités. Dans cet article nous obtenons, par une méthode directe, les équations en coordonnées
homogènes caractérisant les formes de Chow. Nous utilisons ces coordonnées car, comme pour
les résultats de géométrie intégrale, les calculs s’y expriment simplement.
Je voudrais exprimer ma gratitude à Jean-Pierre Demailly qui m’a proposé l’étude de cette
question.
1. Équations caractérisant les formes de Chow
On note P(V ) l’espace projectif des droites d’un espace vectoriel complexe V de dimension
N + 1, [x] le point de P(V ) associé à un vecteur non nul x de V, G(q,V ) la grassmannienne
des sous-espaces vectoriels de V de dimension q où 1 6 q 6 N , P(s) le sous-espace projectif
de P(V ) associé à s ∈G(q,V ).
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PROPOSITION 1.1. – Pour Z sous-ensemble algébrique irréductible de P(V ) de codimension
q , l’ensemble Σ des s ∈ G(q,V ), tels que Z ∩ P(s) 6= ∅, est une hypersurface algébrique
irréductible de G(q,V ).
Démonstration. – Soit Γ la sous-variété de G(q,V ) × P(V ) formée des couples (s, [x])
vérifiant s 3 x et ψ : Γ → G(q,V ), ϕ : Γ → P(V ) les restrictions à Γ des projections
canoniques. Alors Σ = ψ(ϕ−1(Z)). La fibre de ϕ au-dessus d’un point [x] étant G(q −
1,V /Cx)×{[x]} qui est de dimension (q−1)(N+1−q), ϕ−1(Z) est irréductible de dimension
q(N + 1 − q) − 1. Soit W un sous-espace vectoriel de V de dimension q + 1 tel que P(W)
intersecteZ transversalement en d points distincts [x1], . . . , [xd] où d désigne le degré de Z dans
P(V ). Si s est un sous-espace vectoriel de W de dimension q contenant une droite Cxj , la fibre
de ϕ−1(Z) ψ−→Σ au-dessus de s est finie et donc dimΣ = dimϕ−1(Z)= dimG(q,V )−1. 2
PROPOSITION 1.2. – Le fibré en droites O(Σ) au-dessus de G(q,V ) associé au diviseur Σ
est isomorphe à (detQ)⊗d où Q désigne le fibré quotient universel de rang N + 1− q .
Démonstration. – Le groupe de Picard de G(q,V ) étant engendré par detQ, O(Σ) est
isomorphe à (detQ)⊗d ′ où d ′ est un entier > 1 et Σ est le diviseur des zéros d’une section
g ∈ H 0(G(q,V ), (detQ)⊗d ′). Soit W un sous-espace vectoriel de V de dimension q + 1 tel
que P(W) intersecte Z transversalement. L’ensemble des s ∈ Σ contenus dans W est réunion
de d hyperplans projectifs dans l’espace projectif P(W∗) des s ∈ G(q,V ) contenus dans W .
Mais c’est aussi le diviseur des zéros de g|P(W∗) qui est de degré d ′ puisque (detQ)⊗d
′
|P(W∗) =
OP(W∗)(d ′)⊗ (detV/W)⊗d ′ . On a donc bien d ′ = d . 2
L’espace vectoriel H 0(G(q,V ), (detQ)⊗d ) s’identifie, d’après le théorème de Bott (cf. [1]),
à l’espace vectoriel V d,q des fonctions polynômiales g(ξ1, . . . , ξN+1−q ) sur V ∗ × · · · × V ∗,
homogènes de degré d en chaque ξk et vérifiant :
g(ξ1, . . . , ξj + ξk, . . . , ξN+1−q )= g(ξ1, . . . , ξk, . . . , ξN+1−q ) pour j < k.
Une forme de Chow (ou forme de Cayley) de Z est alors une section g ∈ V d,q telle
que g−1(0) = Σ autrement dit une fonction polynômiale g ∈ V d,q telle que Σ = {s ∈
G(q,V ), g(ξ1, . . . , ξN+1−q )= 0 lorsque s est défini comme l’ensemble des zéros communs aux
ξj }. Une forme de Chow d’un cycle effectifm1Z1+ · · ·+m`Z` de codimension q et de degré d
est gm11 · · ·gm`` ∈ V d,q et son point de Chow est le point correspondant dans P(V d,q).
On utilisera également la description des formes de Chow comme sections du fibré L⊗d
avec L = detQ⊗ detV ∗ qui est l’image réciproque du déterminant du fibré quotient universel
sur G(N + 1− q,V ∗) par l’application µ qui à s ∈G(q,V ) associe son polaire s⊥.
L’espace vectoriel H 0(G(q,V ), L⊗d ) s’identifie à l’espace vectoriel V ∗d,N+1−q des fonc-




z1, . . . , zj + zk, . . . , zq)= f (z1, . . . , zk, . . . , zq) pour j < k.
Une forme de Chow f de Z est alors une fonction polynômiale dont les zéros forment
l’hypersurface τ−1Σ , où τ :V q −−→G(q,V ) est la projection naturelle.
Le résultat suivant montre notamment l’injectivité de l’application Z→Σ .
PROPOSITION 1.3. – Pour Σ hypersurface algébrique irréductible de G(q,V ) soit Z
l’ensemble des [x] ∈ P(V ) tels que ϕ−1([x])⊂ψ−1(Σ). Alors on a :
(i) Z est un sous-ensemble algébrique de P(V ) de codimension> q .
(ii) Si Σ est la forme de Chow d’un sous-ensemble algébrique Z, Z =Z.
(iii) Réciproquement, si codimZ = q, Z est irréductible et Σ est sa forme de Chow.
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Démonstration. – (i) Les fibres de ϕ étant de dimension (q − 1)(N + 1− q), Z s’interprète
comme étant l’ensemble des [x] ∈ P(V ) où la fibre de l’application ψ−1(Σ) ϕ−→ P(V ) est
de dimension > (q − 1)(N + 1 − q) ; il est donc algébrique. Si on avait codimZ < q tout
s ∈G(q,V ) vérifierait P(s) ∩Z 6= ∅ et donc appartiendrait à Σ , ce qui est absurde.
(ii) On a clairement Z ⊂Z . D’autre part, pour [x] /∈ Z, l’ensemble des s ∈G(q,V ) contenant
x et intersectant Z est seulement une hypersurface de ϕ−1([x]) puisque c’est la forme de Chow
de l’image de Z par la projection P(V ) \ {[x]}→ P(V/Cx) et donc [x] /∈Z .
(iii) On a toujours ψ(ϕ−1(Z)) ⊂ Σ . Lorsque codimZ = q , on note Z une composante
irréductible de codimension q de Z . Alors Σ contient aussi la forme de Chow de Z. Étant
irréductible, elle lui est en fait égale. (ii) implique ensuite Z =Z et Z est bien irréductible. 2
On utilisera la caractérisation suivante des formes de Chow, dite de Chow–Van der Waerden.
PROPOSITION 1.4. – Une hypersurface algébrique irréductible Σ de G(q,V ) est une forme
de Chow lorsque :
(a) pour tout W ∈ G(q + 1,V ), ou bien P(W∗) = G(q,W) est inclus dans Σ ou bien
l’intersectionΣ ∩P(W∗) est égale à un ensemble fini d’hyperplans de P(W∗) duaux des points
[x1(W)], . . . , [xd(W)],
(b) si s ∈G(q,V ) contient l’un des xν(W) alors s ∈Σ .
Démonstration. – Supposons que Σ est la forme de Chow de Z. Si dim(Z ∩P(W))> 1 alors
P(W∗)⊂Σ et si Z ∩P(W)= {[x1], . . . , [xd]} alors Σ ∩P(W∗) est l’ensemble des s ∈ P(W∗)
contenant un xν . Réciproquement, supposons les conditions (a) et (b) vérifiées. Soit Z′ le sous-
ensemble algébrique de P(V ) qui est la fermeture de Zariski de l’ensemble des points xν(W)
pour W tel que P(W∗) 6⊂ Σ . On considère Σ ′ = {s ∈ G(q,V ) | P(s) ∩ Z′ 6= ∅}. D’après (b),
Σ ′ ⊂Σ et Σ ′ ∩P(W∗)=Σ ∩P(W∗) si P(W∗) 6⊂Σ . Il en résulte que Σ ′ =Σ puis que Z′ est
irréductible de codimension q . 2
Si Σ est définie par g ∈ V d,q irréductible, les conditions précédentes s’expriment en disant
que :
(a) pour tout 1 6 k 6 q et tous ξ1, . . . , ξ̂k, . . . , ξN+1−q fixés dans V ∗, le polynôme Ξk →
g(ξ1, . . . ,Ξk, . . . , ξN+1−q ) est ou bien identiquement nul dans V ∗ ou bien il existe des
vecteurs non nuls x1, . . . , xd annulés par les ξ1, . . . , ξ̂k, . . . , ξN+1−q et dépendant d’eux tels que
g(ξ1, . . . ,Ξk, . . . , ξN+1−q )=∏16ν6d〈Ξk,xν〉 pour tout Ξk dans V ∗,
(b) si ξ˜1, . . . , ξ˜N+1−q dans V ∗ s’annulent en l’un des xν précédents, alors g(ξ˜1, . . . ,
ξ˜N+1−q )= 0.
On désigne par ξjk les coordonnées de ξk dans la base (e∗j )06j6N duale d’une base (ej )06j6N
de V et par ∂jk les dérivées partielles associées.
Observons dans (a) que si ξ = (ξ1, . . . , ξN+1−q ) est tel que 〈ξk, xν〉 = 0, alors les vecteurs
(∂
j
k g(ξ))06j6N et xν sont proportionnels (les xν ne sont d’ailleurs définis qu’à un facteur près).
Cette remarque permet d’obtenir les équations en coordonnées homogènes caractérisant les
formes de Chow.
PROPOSITION 1.5. – Une hypersurface algébrique Σ de G(q,V ) définie par g ∈ V d,q
irréductible est une forme de Chow lorsque :
(i) en tout point ξ de g−1(0), la matrice (∂jk g(ξ)) avec 16 k 6N + 1− q et 0 6 j 6N est
de rang 1,














k g est identiquement nulle dans g−1(0).
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Démonstration. – Supposons queΣ est la forme de Chow de Z et soit s ∈Σ d’équations ξ1 =
· · · = ξN+1−q = 0. On note W le sous-espace d’ équations ξ1 = · · · = ξ̂k = · · · = ξN+1−q = 0 et
W ′ celui d’équations ξ1 = · · · = ξ̂k′ = · · · = ξN+1−q = 0 de sorte que W ∩W ′ = s. Si P(W∗) et
P(W ′∗) sont non inclus dansΣ , il existe un couple (ν, ν′) pour lequel [xν(W)] et [xν ′(W ′)] sont
égaux à un même point deZ. D’après la remarque précédente, la droite vectorielle correspondant
à ce point contient alors les deux vecteurs (∂jk g(ξ))06j6N et (∂
j
k′g(ξ))06j6N à la fois, d’où (i).







est localement constante dansG−1(0) puis, après dérivation dansG−1(0), que



















) est nulle dans G−1(0), ce qui donne (ii).
Réciproquement, supposons les deux conditions de l’énoncé vérifiées. Si ∂jk g = 0 dans
g−1(0), alors cela a lieu dans (V ∗)N+1−q et l’invariance de g par l’action de GLN+1−q (C)
entraîne que cela a lieu pour toutes les valeurs de k, de sorte qu’il est inutile de considérer les
coordonnées selon e∗j . Supposons donc ∂
j
k g et ∂
j ′

































































































































est localement constante dans G−1(0). Pour un choix générique de W , le
polynôme G est sans facteur multiple. Écrivant G=G1H avec des polynômes G1 irréductible













qui est une constante λj,j ′ dans l’ensemble G1 = 0 et H 6= 0. Ainsi ∂jk G1 − λj,j ′∂j
′
k G1 est
divisible par G1 et donc identiquement nul dans V ∗. Fixant j ′ et raisonnant dans la base formée
de ej ′ et des ej − λj,j ′ej ′ pour les j 6= j ′, on voit que G1 est linéaire et en répétant G(Ξk)
est bien de la forme
∏
16ν6d 〈Ξk,xν〉. Écrivant pour j 6= k, G(Ξk) = G(Ξk + ξj ), on a bien
〈ξj , xν〉 = 0. La propriété (i) est donc vérifiée.
Pour (ii) il suffit de voir que si xν(ξ1, . . . , ξ̂k, . . . , ξN+1−q ) est annulé par ξ˜k′ avec k′ 6= k, alors
il est colinéaire à un xν ′(ξ1, . . . , ξ̂k, . . . , ξ˜k′ , . . . , ξN+1−q ) pour un certain ν′.
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)(ξ1, . . . , ξk−1, ξk′ , ξk+1, . . . ,Ξk′ , . . . , ξN+1−q ) est
localement constante dans {Ξk′ ∈ V ∗, g(ξ1, . . . , ξk−1, ξk′ , ξk+1, . . . ,Ξk′ , . . . , ξN+1−q ) = 0}.
Comme ξ˜k′ annule xν(ξ1, . . . , ξ̂k, . . . , ξN+1−q ), on a :
0= g(ξ1, . . . , ξk−1, ξ˜k′ , ξk+1, . . . , ξk′ , . . . , ξN+1−q )
= g(ξ1, . . . , ξk−1, ξk′ , ξk+1, . . . , ξ˜k′ , . . . , ξN+1−q )
et donc ξk′ annule un xν ′(ξ1, . . . , ξ̂k, . . . , ξ˜k′ , . . . , ξN+1−q ) qui est colinéaire à (∂jk g(ξ1, . . . , ξk−1,
ξk′ , ξk+1, . . . , ξ˜k′ , . . . , ξN+1−q ))06j6N .
Or xν(ξ1, . . . , ξ̂k, . . . , ξk′ , . . . , ξN+1−q ) est colinéaire à (∂jk g(ξ1, . . . , ξk−1, ξk′ , ξk+1, . . . , ξk′ ,
. . . , ξN+1−q ))06j6N et ξk′ et ξ˜k′ appartiennent à l’hyperplan 〈xν(ξ1, . . . , ξ̂k, . . . , ξk′ ,
. . . , ξN+1−q ),Ξk′ 〉 = 0 qui est une composante irréductible de {Ξk′ ∈ V ∗, g(ξ1, . . . , ξk−1, ξk′ ,
ξk+1, . . . ,Ξk′ , . . . , ξN+1−q )= 0}. 2
La caractérisation géométrique différentielle de M. Green–I. Morrison (cf. [10] et dans [9]
avec la notion d’hyperplan co-isotropique) permet d’interpréter les conditions (i) et (ii) de la
Proposition 1.5 :
Rappelons qu’un hyperplan T de Hom(Cq,CN+1−q ) de la forme T = {u | u(D) ⊂M} avec
D ⊂ Cq , une droite et M ⊂ CN+1−q un hyperplan est dit co-isotropique. Si T a pour équation
tr(uv) = 0 avec v ∈ Hom(CN+1−q ,Cq), cela signifie que v est de rang 1 et alors D = Imv et
M =Kerv. On notera E = {u | u(D)= 0} et F = {u | Imu⊂M} de sorte que T = E +F .
PROPOSITION 1.6. – Une hypersurface algébrique irréductible de G(q,V ) est une forme de
Chow lorsque pour s ∈Σ générique, l’hyperplan TsΣ de Hom(s,V /s) est co-isotropique et la
distribution de champs de vecteurs s→ E(TsΣ) est intégrable.
Démonstration. – Supposons Σ de la forme de Chow de Z et soit s ∈ Σreg tel que P(s)
intersecteZreg en un point [x]. Alors TsΣ est inclus et donc égal à {u ∈Hom(s,V /s) | u(x) ∈M}
avec M la projection dans V/s d’un hyperplan de V contenant s + Tx(pi−1Z) où pi : V −{0}→
P(V ) est la projection canonique. Comme Tsϕ−1([x]) = {u ∈ Hom(s,V /s) | u(x) = 0}, la
distribution s→ E(TsΣ) est bien intégrable.
Réciproquement, supposons vérifiées les conditions de l’énoncé. Pour s ∈ Σ générique, on
note [xs] ∈ P(s) le point tel que E(TsΣ) = Tsϕ−1([xs]) et Ψ l’application s→ [xs]. Vérifions
qu’une variété intégraleM du système E est nécessairement de la forme ϕ−1([x]) pour un certain
[x] ∈ P(V ). SoitX = Ψ (M). Pour u ∈ TsΣ ⊂Hom(s,V /s), on a u(xs)= image de (dsΨ.u)(xs)
par l’application V/Cxs → V/s de sorte que M est incluse dans {s ∈ Σ | TxsX ⊂ P(s)}
qui est de dimension inférieure ou égale à dimX + (q − 1 − dimX)(N − q + 1). Comme
dimM = (q − 1)(N − q + 1), nécessairementX est réduit à un point [x]. Soit Z la fermeture de
Zariski des [x] ainsi obtenus. AlorsΣ = {s ∈G(q,V ) | P(s)∩Z 6= ∅}, ce qui entraîne que Z est
irréductible de codimension q . 2
Nous allons maintenant traduire les conditions de 1.6 en utilisant les dérivées partielles d’un
polynôme irréductible f ∈ V ∗d,N+1−q définissant Σ . Dans [10] sont utilisées les coordonnées
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de Plücker et dans [9] les coordonnées affines. L’emploi des coordonnées homogènes (i.e. de
Stiefel) est ici naturel.
L’appartenance de f à V ∗d,N+1−q s’exprime aussi par la condition : f (a11z1 + · · · +
a1qzq, . . . , aq1z1 + · · · + aqqzq) = (detA)df (z) pour toute matrice carrée A = (akk′)16k,k′6q
dansMq(C) et tout z= (z1, . . . , zq) dans V q .
Dérivant cette égalité par rapport à akk′ en la matrice identité, on voit que la condition




j = d · δk,k
′
f (z)
soient vérifiées dans V q pour tout 1 6 k, k′ 6 q , les zk′j désignant les coordonnées de zk
′ dans
une base (e0, . . . , eN) de V et les ∂k
′
j les dérivées partielles associées. Dérivant par rapport à z
k′′
j ′ ,













j ′ f (z)(1.7)
dans V q pour tout 16 k, k′, k′′ 6 q et 06 j ′ 6N .
Exprimons tout d’abord la condition sur f pour queΣ soit une hypersurface co-isotropique de
G(q,V ). Supposons que s = vect(e0, . . . , eq−1) appartienne àΣreg. On a déjà ∂kj f (e0, . . . , eq−1)
= 0 pour 1 6 k 6 q et 0 6 j < q . Avec l’identification TsG(q,V ) ' Hom(Cq,CN+1−q )
obtenue en rapportant s à la base (ej )06j6q−1 et V/s à (ej mod s)q6j6N , on a TsΣ ' {u ∈
Hom(Cq,CN+1−q), tr(uv)= 0} où v est la matrice (∂kj f (e0, . . . , eq−1)) 16k6q
q6j6N
et la co-isotropie
signifie que cette matrice est de rang 1. En un point s = vect(z1, . . . , zq) quelconque de Σreg,
la condition est que la matrice (∂kj f (z)) 16k6q06j6N est de rang 1, ce qui s’exprime par le fait que les
mineurs ∂kj f (z)∂
k′
j ′f (z)− ∂kj ′f (z)∂k
′
j f (z) sont nuls pour 16 k, k′ 6 q et 06 j, j ′ 6N .
Σ étant supposée co-isotropique, exprimons la condition supplémentaire sur f pour que le
sous-fibré E de TΣreg associé soit intégrable. Supposons que s = vect(e0, . . . , eq−1) appartienne
à Σreg. Alors Es ' {u ∈ Hom(Cq,CN+1−q ) annulant le vecteur (∂kj0f (e0, . . . , eq−1))16k6q} où
j0 ∈ [q,N] est tel que ce vecteur engendre l’image de v, de sorte que :
(τ ∗E)(e0,...,eq−1) =
{
ζ ∈ V q,
∑
16k6q




On note désormais λk = ∂kj0f . Pour z dans V q tel que det(zkj ) 06j6q−116k6q 6= 0, la condition∑
16k6q λk(z)ζ

























Ainsi pour z appartenant à τ ∗Σ voisin de (e0, . . . , eq−1), on a (τ ∗E)z = {ζ ∈ Tz(τ ∗Σ),αj (z; ζ )=
0 pour j > q, j 6= j0}.
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D’après le théorème de Frobenius, τ ∗E est intégrable au voisinage de (e0, . . . , eq−1) dans τ ∗Σ
lorsque pour tout j > q, j 6= j0, la restriction de la forme différentielle dαj ∧∧ q6l6N
l 6=j0
αl à un
voisinage de (e0, . . . , eq−1) dans τ ∗Σ est nulle, ce qui équivaut à df ∧ dαj ∧∧ q6l6N
l 6=j0
αl nulle
en tout point d’un voisinage de (e0, . . . , eq−1) dans τ ∗Σ .
Exprimons cette dernière forme différentielle au point (e0, . . . , eq−1). Pour j ∈ [q,N] il existe
µj tel que ∂kj f (e0, . . . , eq−1)= µjλk(e0, . . . , eq−1) pour tout k ∈ [1, q] de sorte que :
df (e0, . . . , eq−1)=
∑
q6j6N
µjαj (e0, . . . , eq−1).
On a










dλk(e0, . . . , eq−1)+ αk−1(e0, . . . , eq−1)
)∧ dzkj
et donc au point (e0, . . . , eq−1) :





























































































La relation (1.7) implique au point (e0, . . . , eq−1) les égalités (∂k′j ′λk + λk′δk,j
′+1)λk′′ =
d · δk′,j ′+1λkλk′′ = (∂k′j ′λk′′ + λk′δk
′′,j ′+1)λk pour 1 6 k, k′, k′′ 6 q et 0 6 j ′ < q et donc le
premier terme de la dernière égalité est toujours nul.







j ∧ dzkj ∧ αj = 0 elle s’écrit aussi :
λk′′∂
k′
j λk + λk′∂kj λk′′ + λk∂k
′′
j λk′ = λk′∂k
′′
j λk + λk′′∂kj λk′ + λk∂k
′
j λk′′ ,(1.8)
pour 16 k, k′, k′′ 6 q ,
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j ′ ∧ dzkj ∧ αj ∧ αj ′ = 0,
pour j ′ ∈ [q,N], j ′ 6= j , elle s’écrit aussi :
λk′′λk′′′∂
k′
j ′λk − λkλk′′′∂k
′
j ′λk′′ = λk′′λk′∂k
′′′
j ′ λk − λkλk′∂k
′′′
j ′ λk′′ ,(1.9)
pour 16 k, k′, k′′, k′′′ 6 q .
En fait (1.8) obtenue en additionnant les égalités λk(λk′′∂k′j λk − λk∂k
′
j λk′′ ) = λk′(λk′′∂kj λk −
λk∂
k
j λk′′) et λk(λk∂
k′′
j λk′ − λk′∂k
′′
j λk)= λk′′(λk∂kj λk′ − λk′∂kj λk) résulte de (1.9).







) est indépendante de k′ ou









) est indépendante de k′ et par



























































de sorte qu’on peut supposer que j ′ = j0 et k′′′ = k. La relation (1.9) s’écrit alors Rk,k′,k′′ = 0
avecRk,k′,k′′ = λk′λk′′∂kj0λk + λ2k∂k
′
j0
λk′′ − λkλk′′∂k′j0λk − λkλk′∂kj0λk′′ . Comme 2Rk,k′,k′′λk′λk′′ =
Rk,k′′,k′′λ2k′ +Rk,k′,k′λ2k′′ −Rk′′,k′,k′λ2k on peut supposer de plus que k′ = k′′.












































j ′ f − ∂k
′
j0







qui est invariante par échange de j0 et j , ce qui permet d’écrire que si Rk,k′,k′ = 0 est vérifiée
pour une valeur de j0 elle l’est pour toutes les autres.
En conclusion, on a l’énoncé suivant qui est une reformulation de 1.5 puisque f se déduit de
g par un changement de variables donné par µ.
PROPOSITION 1.11. – Une hypersurface algébriqueΣ deG(q,V ) définie par f irréductible
est la forme de Chow d’un sous-ensemble algébrique de P(V ), de codimension q , lorsque les
dérivées partielles de f vérifient les conditions suivantes :
(i) Pour tout 16 k, k′ 6 q et 06 j, j ′ 6N , l’expression ∂kj f ∂k
′
j ′f − ∂kj ′f ∂k
′
j f est nulle dans
f−1(0).











j f est nulle dans f−1(0).
Démonstration. – Supposons que le sous-fibré E de TΣreg soit intégrable et soit z un point
générique de Σ . Si ej ∈ vect(z1, . . . , zq) alors en vertu des relations d’Euler, ∂kj f (z)= 0. Sinon,
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on raisonne dans une base nouvelle de V qui contient z1, . . . , zq, ej et on a bien au point z les
relations (ii). Réciproquement, si les équations précédentes concernant les dérivées partielles
de f dans la base (e0, . . . , eN ) sont vérifiées, alors en tout point régulier z de Σ , il y a bien
intégrabilité. On l’obteint en raisonnant dans une base obtenue en complétant z1, . . . , zq par des
vecteurs de la base (e0, . . . , eN ). 2
La dernière formule avant l’énoncé de 1.11 permet de voir que si la relation (ii) est vérifiée
pour une valeur de l’indice j telle que ∂kj f et ∂
k′
j f sont non identiquement nulles, alors elle l’est
pour toutes les autres valeurs.
Le fait que f (z1, . . . , zq) soit antisymétrique par rapport aux z1, . . . , zq entraîne de plus, que
si les relations (i) et (ii) sont vérifiées pour une valeur de la paire k 6= k′, alors elles le sont pour
toutes les autres valeurs.
Par ailleurs 1.11 est encore vraie si on ne suppose plus f irréductible, mais seulement sans
facteurs carrés.
2. Extension aux courants de la définition des formes de Chow
Elle se fait par la transformation qui à un courant T défini dans P(V ) de bidegré (q, q) associe
le courant ψ∗ϕ∗T défini dans G(q,V ) et de bidegré (1,1).
On munit V d’un produit scalaire et on note ω = i2pi c(O(1)) et Ω = i2pi c(detQ) les formes
fondamentales des métriques induites sur P(V ) et sur G(q,V ).
PROPOSITION 2.1. – Le volume de Ω est





où rq,N = q(N + 1− q) désigne la dimension de G(q,V ).





















entre formes-volumes sur Γ . Ceci permettra de conclure par récurrence sur q .
Soit (e0, . . . , eN ) une base orthonormée de V et s = vect(ej )j<q . Une carte de Γ centrée en
(s, [e0]) est l’application qui, aux zjk pour j < q 6 k et aux λj pour 16 j < q , associe le couple
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dzjk ∧ dz¯jk ∧
∏
16j<q
dλj ∧ dλ¯j .


























et on est alors ramené au calcul de D1,N−q+1 qui vaut 1. 2
PROPOSITION 2.2. – On a l’identité
ψ∗ϕ∗T ∧Ωrq,N−1 = 1
rq,N
ψ∗ϕ∗(ΛT )Ωrq,N ,
où ΛT désigne la contraction de T par ω.




Pour établir cette dernière, il suffit, par continuité, de considérer le cas où T est le courant associé
à une forme u de classe C∞. Dans la carte de P(V ) qui aux λk pour 16 k 6N associe la droite
engendrée par e0 + λ1e1 + · · · + λNeN , écrivons u=∑|I |=|J |=q uI,J dλI ∧ dλ¯J . Alors on a :
Λu= 2pii(−1)q
∑
|I ′|=|J ′ |=q−1
16k6N
uI ′k,J ′kdλI ′ ∧ dλ¯J ′











dλ1 ∧ · · · ∧ dλq−1
∧ dλ1 ∧ · · · ∧ dλq−1 ∧
∏
j<q6k
dzjk ∧ dz¯jk. 2
En particulier ψ∗ϕ∗(ωq) =Ω . En effet ψ∗ϕ∗(ωq) est une forme sur G(q,V ) invariante par
l’action du groupe unitaire donc elle est harmonique. Étant de bidegré (1,1) elle est égale à λΩ
où λ est un réel qu’on identifie à l’aide de 2.2.
PROPOSITION 2.3. – Le degré deψ∗ϕ∗T , c’est-à-dire sa valeur sur 1Dq,N Ω
rq,N−1
, est le même
que celui de T .
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Démonstration. – Il s’agit de vérifier que 1
Dq,N
ϕ∗ψ∗(Ωrq,N−1) = ωN−q . Il suffit d’écrire que
ϕ∗ψ∗(Ωrq,N−1) est une forme sur P(V ) invariante par l’action du groupe unitaire de V donc











)∧Ωrq,N−1 =Dq,N . 2
Avec les notations de 1.1 on a alors ψ∗ϕ∗[Z] = [Σ]. En effet ψ∗ϕ∗[Z] est un courant positif
fermé de bidegré (1,1) dont le support est contenu dans l’hypersurface irréductible Σ , donc il
est proportionnel à [Σ] et de plus il a le même degré.
Remarquons que la relation précédente entraîne qu’une fibre générique de l’application
ϕ−1(Z) ψ−→Σ est réduite à un point. En effet, puisque ϕ∗[Z] = [ϕ−1(Z)], on a aussiψ∗ϕ∗[Z] =
m[Σ] en désignant par m le degré de cette application.
LEMME 2.4. – Soit L un fibré en droites hermitien au-dessus d’une variété complexe X et
h1, . . . , hr des sections holomorphes deL dont les diviseurs des zéros définissent une intersection
complète lisse Y . Alors [Y ] = ( i2pi c(L) + ddc log |h|)r où h = (h1, . . . , hr ) ∈ L⊕r et c(L) laforme de courbure de L.
Démonstration. – Notant ζ un repère holomorphe de L, [Y ] s’obtient localement comme
image réciproque par la submersion ( h1
ζ
, . . . , hr
ζ
) de la masse de Dirac à l’origine dans Cr qui
n’est autre que (ddc log |t|)r , t ∈Cr . 2
On peut en particulier exprimer pour s ∈G(q,V ) le courant d’intégration sur le sous-espace








où ρs([x])= {dist(x, s)}2/|x|2. Développant à l’aide de la formule du binôme, il vient :
[
P(s)


















pour k > 1, on peut ensuite écrire [
P(s)
]= ωN−q+1 + ddcγs
où
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D’ après l’invariance de ω par l’action du groupe unitaire, l’intégrale
∫
P(V )
γs ∧ωq ne dépend
pas de s. Ajoutant un multiple de ωN−q à l’expression précédente de γs , on peut supposer que
cette intégrale est toujours égale à 1.
PROPOSITION 2.5. – Si T est fermé d’ordre 0 la fonction U(s) = ∫P(V )\P(s) T ∧ γs est
localement intégrable et vérifie, δ(T ) désignant le degré de T ,
ψ∗ϕ∗T = δ(T )Ω + ddcU.
Démonstration. – On suppose d’abord que T est le courant associé à une forme u de classe C∞








v ∧ [P(s)]= ∫
P(V )








q ∧ γs = 1 on a bien la formule annoncée.
Soit maintenant T un courant d’ordre 0. On désigne par µ = 1
Dq,N
Ωrq,N l’unique mesure








s∈G(q,V ) γs dµ(s))
est finie puisque
∫
s∈G(q,V ) γs dµ(s) est un courant sur P(V ) invariant par l’action du groupe
unitaire donc proportionnel à ωN−q et en fait égal. La relation annoncée s’obtient ensuite en
régularisant T à l’aide d’une suite (χn)n∈N d’approximationsC∞ de la masse de Dirac à l’origine




∗T dν(g) avec ν mesure de Haar dans U(V ) de masse totale égale à
1. Les Tn sont des formes C∞ qui convergent faiblement vers T et sont fermées si T l’est. Soit
Un le potentiel de ψ∗ϕ∗Tn construit précédemment, autrement dit Un(s)=
∫
P(V )\P(s) Tn ∧ γs . Il












g∗T ∧ γs =
∫
P(V )\P(g(s))










Dans le cas où T est le courant d’intégration associé à un cycle effectif Z, la formule de
Poincaré–Lelong entraîne que la différence U − log |f | est constante pour toute forme de Chow
f de Z. Pour un courant fermé d’ordre 0, le potentiel U joue donc le même rôle que les formes
de Chow.
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3. Résultats d’injectivité
a. Cas des courants fermés d’ordre 0
On va maintenant montrer que l’application, qui à un courant T fermé d’ordre 0, associe le
potentiel U défini en 2.5 est injective.
On appelle transformation de Chow et on note C l’opérateur ψ∗ϕ∗ lorsqu’ il agit sur des
courants de bidegré (q, q). Il suffit de montrer que C est injective dans l’ensemble des courants
fermés d’ordre 0. En effet si U = 0 on a, grâce à la relation 2.5, que C(T − δ(T )ωq) = 0.
L’injectivité de C entraîne que T = δ(T )ωq . Comme U est alors égal à la constante δ(T ), on
a nécessairement T = 0.
On considère d’abord le cas q =N . Soit u une forme différentielle de classe C∞ et de bidegré
(N,N) dans P(V ) et f la fonction telle que u = fωN . La transformée C(u) est définie dans
P(V ∗) et désignant par ω∗ la forme fondamentale de la métrique induite sur P(V ∗) on a, d’après
la relation 2.2 :
C(u)∧ (ω∗)N−1 =R(f )(ω∗)N ,
où R :C∞(P (V ))→ C∞(P (V ∗)) vérifie R(f )(s)= ∫P(s) f ωN−1 pour tout hyperplan s de V .
Ce n’est autre que la classique transformation le Radon obtenue par intégration des fonctions sur
les hyperplans.
Un résultat de Helgason (cf. [13] et [14]) implique que R est bijective et que pour toute
f ∈ C∞(P (V )) on a la relation f =P(∆)R∗Rf =R∗RP(∆)f avecR∗ transformation duale,
∆ laplacien sur P(V ) associé à ω et P polynôme de degré N − 1 dont les coefficients ne dépen-
dent que de N .
Notant tr C(u) la forme trace C(u)∧ (ω∗)N−1, on a donc
u= (P(∆) ◦ trC∗ ◦ trC)u,
où C∗ désigne la transformation duale et∆ le laplacien agissant sur les formes de bidegré (N,N)
qui se déduit immédiatement de celui agissant sur les fonctions. Par continuité cette identité
s’étend aux courants, autrement dit :
PROPOSITION 3.1. – La transformation trC est bijective de l’ensemble des courants de
bidegré (N,N) de P(V ) dans l’ensemble des courants de bidegré (N,N) de P(V ∗) et son
inverse est P(∆) ◦ trC∗.
On suppose maintenant q quelconque.
On considère W un sous-espace vectoriel de V de dimension q + 1 et on identifie l’ensemble
des s ∈G(q,V ) contenus dans W à l’espace projectif P(W∗). Alors :







Démonstration. – L’image directe par submersion d’une forme différentielle se calculant par
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où ξj,[x] est la projection sur T[x]P(V ) d’un relevé de σj par ψ , autrement dit un vecteur tel que
(σj , ξj,[x]) ∈ T(s,[x])Γ .





ξ ′1,[x] ∧ ξ¯ ′2,[x]
)
,
où ξ ′j,[x] ∈ T[x]P(W) est tel que (σj , ξ ′j,[x]) ∈ T(s,[x])(Γ ∩ (P (W∗)× P(W))).
La relation annoncée en découle alors clairement. 2
Soit maintenant T un courant de bidegré (q, q) dans P(V ) localement plat. Alors C(T ) est
aussi localement plat et la théorie du tranchage (cf. [5]) implique que, pour presque toutW dans
G(q+1,V ), les courants C(T |P(W)) et C(T )|P(W∗) sont définis. Appliquant le Lemme 3.2 à une
suite de formes différentielles de classe C∞ qui converge vers T pour la topologie plate, on voit
qu’ils sont égaux pour presque tout W .
PROPOSITION 3.3. – La transformation C est injective dans l’ensemble des courants de
bidegré (q, q) de P(V ) localement plats.
Démonstration. – Lorsque la dimension est nulle c’est-à-dire q = N cela résulte de 3.1.
Lorsque q est quelconque, on se ramène à ce cas ; en effet si C(T )= 0 on a, pour presque tout
W , C(T |P(W))= 0 et T |P(W) est de dimension 0 donc T |P(W) = 0 et ainsi T = 0. 2
b. Cas général
On va montrer en toute généralité que la transformation C est injective.
Soit d’abord u une forme différentielle de bidegré (q, q) de classe C∞ dans P(V ). On désigne
toujours par (e0, . . . , eN ) une base orthonormée de V et par xj les coordonnées dans cette base
d’un point x de V . L’image réciproque de u par l’application canonique pi :V − −→ P(V )
s’écrit alors pi∗u=∑|I |=|J |=q uI,J dxI ∧ dx¯J avec des fonctions uI,J qui vérifient la propriété
d’homogénéité uI,J (λx)= |λ|−2quI,J (x) pour λ ∈C∗.
On note τ :V q − −→ G(q,V ) l’application qui à z = (z1, . . . , zq) dans le produit associe
le sous-espace vectoriel τ (z)= vect(z1, . . . , zq). L’image réciproque par τ de la transformée de





Ckmj` (u)dzkj ∧ dz¯m` .
On va exprimer les coefficients Ckmj` (u) à l’aide des uI,J .










ξ[x] ∧ ξ ′[x]
)
,
où, pour x de coordonnées t = (t1, . . . , tq) dans la base z, on prend ξ[x] = dpix(t· ζ ) en notant
t· ζ = t1ζ 1 + · · · + tqζ q pour ζ = (ζ 1, . . . , ζ q).




q−1 avec Fkmj` une fonction qu’on calcule sachant
que les restrictions à P(τ(z)) de Fkmj` ω
q−1 et de u[x] |− (dpix(tkej ), dpix(tme`) ) sont égales ;
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tkej , tme`, z
1, . . . , ẑk′ , . . . , zq, z¯1, . . . , ̂¯zm′ , . . . , z¯q),
avec αq = (q−1)!iq
2−1
(2pi)q−1 et ∆(z) le déterminant de Gram de z. Comme les contractions radiales de
pi∗u sont nulles, on a
(pi∗u)x
(
ej , e¯`, z
1, . . . , tkz
k, . . . , ẑk
′
, . . . , zq, z¯1, . . . , tmzm, . . . ,
̂¯zm′ , . . . , z¯q)
= (pi∗u)x
(
ej , e¯`, z
1, . . . ,−tk′zk′ , . . . , ẑk′, . . . , zq, z¯1, . . . ,−tm′zm′, . . . , ̂¯zm′ , . . . , z¯q)
= (−1)k+m+k′+m′ tk′ t¯m′(pi∗u)x
(
ej , e¯`, z
1, . . . , ẑk, . . . , zq, z¯1, . . . ,̂¯zm, . . . , z¯q).

















et fjI,`J ([x])= |x|2qujI,`J (x).
On note Rq−1(fjI,`J ) la transformée de Radon de fjI,`J obtenue par intégration de cette
fonction sur les sous-espaces projectifs de P(V ) de dimension q − 1. Le lemme suivant va
permettre d’exprimerRq−1(fjI,`J )τ(z) comme intégrale sur un domaine fixe.
LEMME 3.4. – Soit θ une forme différentielle de bidegré (q − 1, q − 1) de classe C∞ dans
Pq−1. On désigne encore par pi :Cq −−→ Pq−1 l’application canonique.






(ii) Plus généralement,Σ étant une hypersurface compacte lisse orientée homologue à S2q−1
















t¯k dtk − tk dt¯k
)
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et donc, si t = eiαx avec α un nombre réel et x un point dans S2q−1 fixé, on obtient dα/2pi .
(ii) Vérifions que pi∗θ ∧ dc|t |22|t |2 est fermée. Comme d
c|t |2
2|t |2 = dc log |t| et que par ailleurs θ est







= pi∗θ ∧ ddc log |t|.
Puisque θ est proportionnelle en tout point à ωq−1 dont l’image réciproque par pi est égale à
(ddc log |t|)q−1 et que (ddc log |t|)q = 0 dans Cq − {0}, cette différentielle extérieure est bien
nulle. 2
Soit y = (y1, . . . , yq) une base orthonormée de τ (z) et A la matrice de passage de y vers z. La
transformée Rq−1(fjI,`J )τ(z) qui s’exprime comme l’intégrale sur Pq−1 de l’image réciproque
de fjI,`J ωq−1 par l’application [t] → [t·y] est donc aussi égale, grâce au lemme précédent, à
l’intégrale
∫
A(S2q−1) fjI,`J ([t·y])(ddc log |t|)q−1 ∧ d
c|t |2
2|t |2 . Écrivant ensuite
(









(−1)k−1(tkdt1 ∧ · · · ∧ d̂tk ∧ · · · ∧ dtq ∧ dt¯1 ∧ · · · ∧ dt¯q
+ (−1)q t¯kdt1 ∧ · · · ∧ dtq ∧ dt¯1 ∧ · · · ∧ d̂ t¯k ∧ · · · ∧ dt¯q
)
on trouve Rq−1(fjI,`J )τ(z) = αq
∫
A(S2q−1) ujI,`J (t·y)Φ(t). Par changement de variable t →
A−1t dans cette dernière intégrale, il vient
Rq−1(fjI,`J )τ(z) = αqu˜jI,`J (z)∆(z),
avec u˜jI,`J (z)=
∫
S2q−1 ujI,`J (t· z)Φ(t).









Dans [7] (cf. également [8]) il est remarqué qu’inversement u˜jI,`J s’obtient à partir de la
famille (Ckmj` (u))16k,m6q à l’aide d’un opérateur différentiel linéaire à coefficients constants.
Notant ∂kˆI = det( ∂∂zk′iα
) 16α6q−1
16k′6q,k′ 6=k





(−1)k+m∂kˆI ∂mˆJ Ckmj` .(3.6)
Redonnons-en la vérification. Calculons d’abord
∑
16k6q(−1)k∂kˆI Ckmj` . Grâce à la for-









1, . . . , ẑk, . . . , zq, e¯`, z¯
1, . . . ,̂¯zm, . . . , z¯q))}Φ(t).




ε(α1, . . . , αq−1)
∂q−1
∂z1iα1










1, . . . , ẑk, . . . , zq, e¯`, z¯
1, . . . ,̂¯zm, . . . , z¯q))
=
∑




ej , eiα1 , . . . , eiαq−1 , e¯`, z¯












, . . . , trk,k′ z
rk,k′ , . . . , eiαq−1 , e¯`, z¯
1, . . . ,̂¯zm, . . . , z¯q)},
en notant rk,k′ = k′ si k′ 6 k − 1 et rk,k′ = k′ + 1 si k′ > k. Dans ce calcul n’interviennent
pas les dérivées partielles d’ordre égal ou supérieur à 2 des coefficients de pi∗u à cause de la
commutativité des dérivations partielles.
L’expression obtenue est en fait égale à :
(q − 1)!(pi∗u)t ·z
(
ej , ei1 , . . . , eiq−1 , e¯`, z¯
1, . . . ,̂¯zm, . . . , z¯q)










ej , ei1 , . . . , tk′z
k′ , . . . , eiq−1 , e¯`, z¯
1, . . . ,̂¯zm, . . . , z¯q).
Sommant sur k compris entre 1 et q , on trouve
q!(pi∗u)t ·z
(
ej , ei1 , . . . , eiq−1 , e¯`, z¯
1, . . . ,̂¯zm, . . . , z¯q)









ej , ei1 , . . . , t· z, . . . , eiq−1 , e¯`, z¯1, . . . ,̂¯zm, . . . , z¯q).
Par ailleurs, en dérivant la relation exprimant que la contraction radiale de pi∗u est nulle, on
obtient en un point x de V − {0} la relation ( ∂pi∗u
∂xiα
)x(x, . . .) = −(pi∗u)x(eiα , . . .). L’expression
précédente est donc égale à (q − 1)!(pi∗u)t ·z(ej , ei1 , . . . , eiq−1 , e¯`, z¯1, . . . ,̂¯zm, . . . , z¯q).
On termine la démonstration en appliquant ensuite de la même façon l’opérateur∑
16m6q (−1)m∂mˆJ à cette fonction.
On va maintenant vérifier que les résultats précédents s’étendent au cas d’un courant T de
bidegré (q, q) défini dans P(V ). Pour cela on écrit le relevé de T dans V − {0} sous la forme
pi∗T =∑|I |=|J |=q TI,J dxI ∧ dx¯J avec les TI,J des courants de degré 0. Le courant |x|2qTI,J
est alors invariant par homothéties, c’est donc l’image réciproque par pi d’un courant fI,J défini
dans P(V ).
On note Rq−1(fI,J ) le courant ψ∗ϕ∗(fI,J ωq−1) qui est défini dans G(q,V ). Alors, pour
|I | = |J | = q − 1, τ ∗Rq−1(fjI,`J ) est un courant de degré 0 dans V q qui, identifié à une





(−1)k+m∂kˆI ∂ mˆJ Ckmj` ,
où les Ckmj` sont les coefficients de τ ∗C(T ) eux-aussi identifiés à des distributions.
Il reste à montrer que Rq−1 est injective. Dans [11] (cf. également [14]) est démontrée, pour
f ∈ C∞(P (V )), la relation
f =Pq−1(∆)R∗q−1Rq−1f(3.7)
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avec ∆ le laplacien sur P(V ), Pq−1 un polynôme de degré (q − 1) dont les coefficients ne
dépendent que de q et N etR∗q−1 la transformation de Radon duale, définie de la façon suivante :
pour h ∈ C∞(G(q,V )) la valeur de R∗q−1h, au point [x], est l’intégrale de h sur l’ensemble des
s ∈ G(q,V ) contenant x . L’opérateur R∗q−1 s’étend de façon immédiate au cas où h est un








La relation (3.7) est donc encore vraie si f est un courant de degré 0.
Tout ceci entraîne bien l’injectivité de C .
On a ensuite les deux corollaires suivants :
PROPOSITION 3.8. – La transformation trC est injective dans l’ensemble des courants fermés
de P(V ) de bidegré (q, q).
Démonstration. – Puisque C(T ) possède le même degré que T , on peut écrire C(T ) =
δ(T )Ω+ddcU pour une certaine distributionU . On a ensuite trC(T )= (δ(T )− 14pirq,N ∆U)Ωrq,N
en désignant aussi par ∆ le laplacien sur G(q,V ) associé à Ω . Si trC(T ) = 0 alors ∆U =
4pirq,Nδ(T ). Or, sur une variété compacte, la masse totale du laplacien d’une distribution est
nulle donc δ(T )= 0 et U est constante. Cela entraîne que C(T )= 0 puis que T = 0. 2
PROPOSITION 3.9. – Pour tout courant S de bidegré (q − 1, q − 1) dans P(V ) tel que
ψ∗ϕ∗S = 0, il existe des courants α,β tels que S = ∂α + ∂β .
Démonstration. – ψ∗ϕ∗S = 0 implique C(∂∂S) = 0 puis ∂∂S = 0. On utilise alors le résultat
classique suivant :
LEMME 3.10. – Soient X une variété kählérienne compacte et S un courant de bidegré (k, `)
qui est ∂∂-fermé dans X. Alors on peut écrire S = h+ ∂α + ∂β avec h une forme harmonique
de bidegré (k, `) et α et β des courants dans X de bidegrés respectifs (k − 1, `) et (k, `− 1).
Démonstration. – Puisque ∂S est ∂-fermé, on peut écrire ∂S = θ1 + ∂S1 avec θ1 harmonique
et S1 de bidegré (k− 1, `+ 1) qui est encore ∂∂-fermé. Si on suppose S1 = h1+ ∂α1+ ∂β1 avec
h1 harmonique, alors ∂S = θ1 + ∂∂β1, autrement dit ∂(S + ∂β1) est harmonique donc nul et on
peut écrire S + ∂β1 = h+ ∂α avec h harmonique. On peut procéder par récurrence puisque le
degré par rapport aux dzj décroît lorsqu’on passe de S à S1. 2
On écrit donc S = λωq−1 + ∂α + ∂β avec une constante λ. Cela implique ψ∗ϕ∗S = λ et
nécessairement λ= 0. 2
L’analogue pour les formes C∞ de la Proposition 3.9 dit que si v est une forme de bidegré
(q − 1, q − 1) de classe C∞ dans P(V ) dont l’intégrale sur tout sous-espace projectif est nulle
alors il existe des formes α,β de classe C∞ dans P(V ) telles que v = ∂α + ∂β .
La démonstration de 3.9 permet par ailleurs de caractériser les courants qui sont dans le noyau
de trC . D’après la formule (2.2) ce sont en effet les courants T tels que ψ∗ϕ∗(ΛT ) = 0. Mais
cette relation équivaut aux conditions ∂∂ΛT = 0 et ∫P(V ) ΛT ∧ ωN−q+1 = 0. La formule de
commutation [∂,Λ] = i∂∗ permet ensuite d’écrire la première de ces conditions sous la forme
Λ∂∂T − i∂∗∂T + i∂∂∗T = 0, la seconde s’écrivant aussi δ(T )= 0.
c. Cas des courants définis dans une variété projective
Soit X une variété projective de dimension n, L un fibré en droites très ample au-dessus de
X, V l’espace vectoriel dual de H 0(X,L) et j :X→ P(V ) le plongement défini par L. Pour T
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courant de bidimension (p,p) dans X on définit CL(T )= C(j∗T ) qui est un courant de bidegré
(1,1) dans la grassmannienneG(N − p,V ).
On peut aussi formuler cette définition de la façon suivante : soitM un sous-espace vectoriel de
dimension p+1 de V ∗ =H 0(X,L) et YM l’ensemble base du système linéaire de diviseurs dans
X défini par M , autrement dit YM =⋂h∈M h−1(0). Pour M générique, YM est une sous-variété
de X de codimension p + 1. Soit Γ ′ la sous-variété de G(p + 1,V ∗)×X associée à la famille
des YM , autrement dit l’ensemble des couples (M,z) avec z ∈ YM et ψ ′ et ϕ′ les restrictions à
Γ ′ des projections canoniques sur G(p+ 1,V ∗) et X. Alors ϕ′ est une submersion et, identifiant
G(p+ 1,V ∗) et G(N − p,V ), on a CL(T )=ψ ′∗ϕ′∗T .
L’application j∗ étant injective, ce qui précède implique que CL est injective dans l’ensemble
des courants de bidimension (p,p) de X.
4. Hypersurfaces transformés de Chow
Nous aurons besoin de savoir reconnaître les courants réels fermés de bidegré (1,1) sur
G(q,V ) qui sont des transformés de Chow de courants de bidegré (q, q) sur P(V ).
On considère d’abord le cas q =N qui est exceptionnel. On a alors :
PROPOSITION 4.1. – La transformation C est une bijection de l’ensemble des courants de
bidegré (N,N) de P(V ) sur l’ensemble des courants fermés de bidegré (1,1) de P(V ∗).
Démonstration. – Soit Θ un courant fermé de bidegré (1,1) de P(V ∗) que l’on peut donc
écrire Θ = C(λ[x])+ ∂∂U avec λ ∈ C, [x] ∈ P(V ) et U un courant de degré 0 dans P(V ∗).
Pour v une forme différentielle C∞ de bidegré (N − 1,N − 1) dans P(V ∗), on a alors
d’après la Proposition 3.1, ∂∂v = ∂∂{P(∆ω∗)LN−1ω∗ ψ∗ϕ∗LN−1ω ϕ∗ψ∗v} avecLω la multiplication
extérieure par ω, de sorte que 〈Θ,v〉 = 〈λ[x] +LN−1ω ϕ∗ψ∗LN−1ω∗ P(∆ω∗)(∂∂U),ϕ∗ψ∗v〉. 2
En particulier toute hypersurface irréductible de P(V ∗) est un transformé de Chow, alors
qu’elle n’est une forme de Chow que si elle est un hyperplan.
Considérons maintenant le cas d’un bidegré (q, q) quelconque.
Soit u une forme différentielle de classe C∞ de bidegré (q, q) définie dans P(V ). La
formule (3.5) permet d’écrire l’image réciproque dans V q de sa transformée de Chow de la
façon suivante : τ ∗C(u) =∑|I |=|J |=q u˜I,J dPI ∧ dP J avec u˜I,J (z) = ∫S2q−1 uI,J (t· z)Φ(t) et
les PI (z) qui sont les coordonnées de Plücker de z c.-à-d. sont définies par z1 ∧ · · · ∧ zq =∑
|I |=q PI (z)ei1 ∧ · · · ∧ eiq .





j ′ u˜jI,J + u˜j ′I,J = 0(4.2)





ujI,J + uj ′I,J = 0 obtenues en dérivant les relations
exprimant que la contraction radiale de pi∗u est nulle.
Elles vérifient également pour tout 06 j, j ′ 6N , 16 k, k′ 6 q et |I | = |J | = q les relations
de John : (
∂kj ∂
k′
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j ′′` = 0,(4.4)
pour tout 16 k, k′ 6 q , 06 j, j ′, j ′′, `6N et |I | = |J | = q − 1.
En effectuant une régularisation, ces équations sont encore vérifiées si les Ckmj` sont les
coefficients de l’image réciproque dans V q d’un courant sur G(q,V ) transformé de Chow d’un
courant de P(V ) de bidegré (q, q).
Réciproquement, montrons qu’un (1,1)-courant réel fermé sur G(q,V ) dont les coefficients
vérifient les équations (4.4) est un transformé de Chow.
On a tout d’abord la :
PROPOSITION 4.5. – Soit Θ un courant réel fermé sur G(q,V ) de bidegré (1,1). On peut
écrire de façon unique τ ∗Θ =∑|I |=|J |=q CI,J dPI ∧ dP J avec des distributions CI,J vérifiant
CI,J =−CJ,I et ∑16k6q,06j6N zkj ∂kj ′CjI,J +Cj ′I,J = 0.
Si τ ∗Θ = ∂∂Ψ avec iΨ réelle, alors nécessairement CI,J = 1((q−1)!)2 ∂I ∂JΨ avec ∂I =
det(∂kiα )16k,α6q pour I = {i1, . . . , iq}.
Démonstration. – Vérifions d’abord l’unicité. Les coefficients de τ ∗Θ sont les


























zkˆI ′CjI ′,lJ ′
))
.















zkˆI ′CjI ′,lJ ′
)+ (−1)k+1∂ki1(zk̂′I ′CjI ′,lJ ′)).






































CjhI ′,lJ ′ + zkh∂ki1CjhI ′,lJ ′
)
.
Comme la somme sur h de la dernière parenthèse est en fait égale à :
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il est égal à −∑|I ′|=q−2 zk̂,k′I ′ Cji1I ′,lJ ′ . Considérons l’autre terme :∑
|I ′|=q−1
(




























I ′ Cji1I ′,lJ ′ .






I ′ Cji1I ′,lJ ′). En réitérant ces calculs, on
trouve (q − 1)!CjI,lJ ′ , puis l’expression finale voulue en raisonnant de même sur (q −







Vérifions inversement que l’expression
CjI,`J = 1


















































(−1)q−k′ε(σ1, . . . , σq−1, k′)δk,σαj,iα ∂σ1i1 · · · ∂̂σαiα · · ·∂σq−1iq−1 Ck′m′j` .















j ′` on trouve∑
16σ1,...,σq−16q
16α6q−1
















(−1)qε(σ1, . . . , k′, . . . , σq−1, σα)∂σ1i1 · · ·∂k′iα · · ·∂σq−1iq−1 Cσαm′j ′`
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ce qui termine cette vérification.














































· · ·∂σq−1iq−1 Ck
′m′
j` ε(τ1, . . . , τq−1, k)z
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i1
· · ·zτq−1iq−1 .













· · ·∂σq−1iq−1 Ck
′m′
j`























L’invariance de τ ∗Θ , lorsqu’on remplace zσq−1 par zσq−1 + λzτq−1 , λ ∈C se traduit par :
Ck′m′j` (z)=
(Ck′m′j` + λδk′,τq−1Cσq−1m′j` + λ¯δm′,τq−1Ck′σq−1j`
+ |λ|2δk′,τq−1δm′,τq−1Cσq−1σq−1j`
)(
z1, . . . , zσq−1 + λzτq−1 , . . . , zq).
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′m′
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δτq−1,σα∂σ1i1 · · ·∂
σq−1
iα
· · ·∂σq−2iq−2 Ck
′m′
j`















· · ·∂σq−2iq−2 Ck
′m′
j`
puis en poursuivant il vient :




ε(τ1, . . . , τq−1, k)ε
(
k′, τ1, . . . , τq−1
)Ck′m′j` = ((q − 1)!)2Ckm′j` .









Remarquons que les distributions CI,J vérifient la relation d’homogénéité CI,J (A.z) =
|detA|−2CI,J (z) pour toute matrice carrée A ∈ GLq(C) et tout z ∈ V q . En effet, comme



















on a la relation voulue en utilisant l’unicité de la Proposition 4.5.
On peut maintenant conclure que le fait que Θ est le transformé de Chow d’un courant de
bidegré (q, q) de P(V ) équivaut à ce que les relations(
∂kj ∂
k′




∂I ∂JΨ = 0(4.6)
soient vérifiées pour tout 16 k, k′ 6 q , 06 j, j ′ 6N et |I | = |J | = q .
En effet supposons dans un premier temps que Θ est C∞. Les CI,J le sont alors aussi.
Comme en particulier pour tous λ1, . . . , λq ∈ C∗ et z ∈ V q on a CI,J (λ1z1, . . . , λqzq) =
|λ1 . . .λq |−2CI,J (z1, . . . , zq) et comme les CI,J vérifient les relations de John, d’après un
résultat classique de géométrie intégrale (cf. [15,8,7]), il existe des fonctions uI,J de classe
C∞ dans V − {0} telles que les fonctions |x|2quI,J (x) soient invariantes par homothétie et
CI,J (z)= u˜I,J (z)=
∫
S2q−1 uI,J (t· z)Φ(t). L’injectivité de la transformation de Radon (cf. (3.7))
et les relations CI,J =−CJ,I entraînent que uI,J = (−1)quJ,I .
Il s’agit de vérifier que
∑
06j6N xjujI,J (x) = 0 pour x ∈ V − {0} c.-à-d., comme les








En utilisant l’injectivité de la transformation de Radon et en dérivant sous le signe ∫ , cela résulte






j ′ u˜jI,J + u˜j ′I,J .










entraîne alors avec 4.5 que C(u)=Θ .
Traitons maintenant le cas où Θ = d.Ω + ∂∂ψ avec d ∈ R est un courant réel fermé
quelconque. Les χn étant les mêmes qu’en 2.5, soit ψn =
∫
g∈U(V ) χn(g)ψ ◦ g dν(g) où
g désigne encore l’application induite sur G(q,V ). C’est une fonction de classe C∞
dans G(q,V ) obtenue par convolution avec un noyau C∞ à partir de ψ puisque ψn(s) =∫




χn(g) dνs,s ′(g)) dµ(s′) avec µ l’unique mesure positive surG(q,V ) in-
variante par l’action du groupe unitaire de V et de masse totale égale à 1 et νs,s ′ la mesure sur
{g ∈ U(V ), gs = s′} déduite de la mesure de Haar normalisée sur U(q)×U(N + 1− q).
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Désignant encore par g l’application induite sur V q en faisant agir sur chaque facteur, on a par
ailleurs





















∂I ′(ψ ◦ τ )








∂I ∂J (ψ ◦ τ ◦ g)=
∑
l,l′,I ′,J ′








∂I ′∂J ′(ψ ◦ τ )
} ◦ g.






obtenues par régularisation les vérifient aussi. On peut donc écrire Θn = C(un) avec des
formes différentielles un de classe C∞ dans P(V ) dont les coefficients vérifient u˜n,I,J =
1
((q−1)!)2 ∂I ∂J (ψn ◦ τ ) et convergent donc faiblement vers CI,J = 1((q−1)!)2 ∂I ∂J (ψ ◦ τ ). La
relation d’homogénéité vérifiée par CI,J entraîne qu’il existe une distribution φI,J sur G(q,V ),
telle que ∆(z)CI,J = φI,J ◦ τ où ∆(z) est le déterminant de Gram de z. Soient fn,I,J les
fonctions de classe C∞ dans P(V ) telles que fn,I,J ([x])= |x|2qun,I,J (x). D’après (3.7), on a
la relation fn,I,J =Pq−1(∆)R∗q−1Rq−1fn,I,J =Pq−1(∆)R∗q−1φn,I,J qui montre que les fn,I,J
convergent faiblement. Ainsi les un convergent faiblement vers un courant dont le transformé de
Chow est Θ .
Un argument de projection permet d’améliorer la caractérisation (4.6).
PourW un sous-espace vectoriel de V de dimension q− 2, on noteGW = {s ∈G(q,V ),W ⊂
s} ' G(2,V /W), CW la transformation de Chow agissant sur les courants de P(V/W),
piW :V → V/W la projection et p˜iW :P(V )−−→ P(V/W) l’application induite.
LEMME 4.7. – Pour θ une forme différentielle de bidegré (q, q) de classe C∞ dans P(V ), on
a l’égalité C(θ)|GW = CW(p˜iW∗θ).
Démonstration. – Tout d’abord l’image directe p˜iW∗θ calculée par intégration de θ le long
des fibres de p˜iW est C∞ dans P(V/W). En effet en considérant Y = {([x], [z]) ∈ P(V ) ×
P(V/W),piW (x) est // à z} et µ et ν les restrictions à Y des projections de P(V )× P(V/W)
sur P(V ) et P(V/W), on a p˜iW∗θ = ν∗µ∗θ et ν est une submersion puisqu’elle s’identifie à la
projection du fibré projectivisé P(W ⊕OP(V/W)(−1)) sur P(V/W).
Pour s ∈ GW et σ1, σ2 ∈ TsGW = {u ∈ TsG(q,V ) = Hom(s,V /s), u(W) = 0}, on note θˇ
la (q − 1, q − 1)-forme différentielle sur P(s) égale en [x] à la restriction à T[x]P(s) de
θ[x] |− (ξ1,[x] ∧ ξ¯2,[x]) où les ξj,[x] sont des vecteurs quelconques dans T[x]P(V ) tels que
(σj , ξj,[x]) ∈ T(s,[x])Γ .
Alors C(θ)|GW (s;σ1, σ¯2) =
∫
P(s) θˇ est aussi l’intégrale sur P(piW (s)) de la (1,1)-forme
différentielle (p˜iW |P(s))∗θˇ . Cette dernière évaluée en un point [z] sur des vecteurs tangents ζ1, ζ¯2
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ξ1,[x] ∧ ξ¯2,[x] ∧ γ1,[x] ∧ γ¯2,[x]
)
.
D’autre part, identifiant s à piW(s) et TsGW à Hom(piW(s), (V /W)/piW(s)), la quantité
CW(p˜iW∗θ)(s;σ1, σ¯2) s’exprime comme l’intégrale sur P(piW (s)) de la (1,1)-forme différentielle
qui évaluée en un point [z] sur des vecteurs tangents ζ1, ζ¯2 est égale, en notant ηj un vecteur
quelconque dans T[z]P(V/W) tel que (σj , ηj ) ∈ T(piW(s),[z])ΓW , à :
(p˜iW∗θ)[z]
(





η′1,[x] ∧ η¯′2,[x] ∧ ζ ′1,[x] ∧ ζ¯ ′2,[x]
)
,
avec ζ ′j,[x] un relevé de ζj par p˜iW qu’on peut choisir dans T[x]P(s) et η′j,[x] dans T[x]P(V ) tel
que (σj , η′j,[x]) ∈ T(s,[x])Γ , qui est un relevé de ηj par p˜iW .
Les deux façons de calculer sont donc les mêmes. 2
Considérons un (1,1)-courant réel fermé Θ = d.Ω + ∂∂ψ sur G(q,V ) de degré d , avec ψ
réelle. On peut écrire τ ∗Θ = i∂∂Ψ avec Ψ = d
pi
log |z1 ∧ · · · ∧ zq | − iψ ◦ τ une distribution
vérifiant Ψ (A.z)= Ψ (z)+ d
pi
log |detA| pour tous z ∈ V q et A ∈GLq (C).
PROPOSITION 4.8. – Un (1,1)-courant réel fermé Θ sur G(q,V ) s’ écrivant τ ∗Θ = i∂∂Ψ
























pour tout 16 k, k′ 6 q et 06 j, j ′, i1, i2, j1, j2 6N .
Démonstration. – Tout d’abord 4.8 entraîne les relations (4.6) puisque les ∂I ∂J appartiennent














Réciproquement, supposons que Θ est la transformée de Chow d’une forme différentielle de
classe C∞ et considérons alors pour z ∈ V q , le sous-espace vectoriel W = vect(z1, . . . , ẑk, . . . ,
ẑk
′
, . . . , zq). L’image réciproque dans (V /W)2 de Θ|GW s’écrit i∂∂ΨW avec une fonction
ΨW définie par ΨW(piW(ζ k),piW(ζ k
′
))= Ψ (z1, . . . , ζ k, . . . , ζ k′, . . . , zq). Comme Θ|GW est une
transformée de Chow, les ΨW vérifient les équations (4.6) dans (V /W)2 avec q = 2, ce qui donne
dans V 2 la relation de l’énoncé.




∗Θ dν(g) qui sont transformées de Chow de formes différentielles de
classe C∞. On peut écrire τ ∗Θn = i∂∂Ψn avec Ψn =
∫
g∈U(V ) χn(g)Ψ ◦ g dν(g) qui converge
faiblement vers Ψ et qui vérifie les équations 4.8. On obtient ces mêmes équations pour Ψ par
passage à la limite. 2
Remarquons que, d’après la démonstration de 4.8, le fait que Θ soit un transformé de Chow
équivaut à l’existence de seulement une paire k 6= k′ telle que les relations 4.8 soient vérifiées
pour tous les 06 j, j ′, i1, i2, j1, j2 6N .
Soit Σ = c1Σ1 + · · · + crΣr un diviseur de G(q,V ) avec Σν hypersurface irréductible
d’équation fν = 0 et cν ∈ R∗. On suppose qu’il existe un courant T de bidegré (q, q) dans
P(V ) tel que [Σ] = C(T ).
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Comme τ ∗[Σ] = i2
∑


















` f νδ ◦ f ν
)= 0(4.9)
soit vérifiée pour tout |I | = |J | = q − 1, 16 k, k′ 6 q , 06 j, j ′, j ′′, `6N .
Ecrivant la formule de Poincaré–Lelong τ ∗[Σ] =∑ν cν ddc log |fν |, on voit que c’est aussi










∂I ∂J log |fν | = 0,(4.10)
pour tout |I | = |J | = q , 16 k, k′ 6 q , 06 j, j ′ 6N en notant ∂I = det(∂k′′iα )16k′′,α6q .

























log |fν | = 0,(4.11)
pour tous 16 k, k′ 6 q , 06 j, j ′, i1, i2, j1, j2 6N .




























◦ fν +Bν,IAν,J ∂δ
∂z¯
◦ fν +Aν,IBν,J ∂δ
∂z







j ′ − ∂kj ′∂k
′
j )uν,I,J diffère de
∑
ν cνAν,IAν,JAν,{j,j ′} ∂
4δ
∂3z∂z¯
◦fν par une dist-
ribution d’ordre strictement inférieur à 4 et comme les fν sont irréductibles, lesAν,IAν,JAν,{j,j ′}
et donc les Aν,I sont nécessairement nuls le long de f−1ν (0), autrement dit les hypersurfacesΣν
sont co-isotropiques.


























Les relations d’Euler et les relations (1.7) appliquées au polynôme (ζ k, ζ k′)→ f (z1, . . . ,
ζ k, . . . , ζ k
′












Comme il suffit de raisonner au voisinage d’un point régulier de f−1ν (0), la condition énoncée
après (4.11) est équivalente à l’annulation pour tout ν et tout 16 k, k′ 6 q , 06 j, j ′, i1, i2 6N
de :






















Maintenant on considère uniquement I = {j, j ′}. On constate que Tν,I,I diffère par une


























































j Bν,I + ∂kj ′fν∂k
′













+ ∂k′j ∂kj ′fν
)
− 2(∂kj ∂kj ′fν)(∂k′j ∂k′j ′ fν)
− 2(∂kj ∂k′j fν)(∂kj ′∂k′j ′fν)+ (∂k′j ′ ∂k′j ′fν)(∂kj ∂kj fν)+ (∂k′j ∂k′j fν)(∂kj ′∂kj ′fν).
Supposons ∂kj fν et ∂
k
j ′fν non identiquement nulles dans f
−1
ν (0). Il en est alors de même pour
∂k
′
j fν et ∂
k′
j ′fν .


















j fν − ∂kj ∂k
′
j fν de sorte que
Aν,I
fν




































































+ ∂k′j ∂kj ′fν
)
































































(Hν,j −Eν,j )−Eν,jHν,j ′ −Eν,j ′Hν,j .
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Comme









)− (∂k′j ′ ∂k′j ′fν)(∂kj ∂kj fν)− (∂k′j ∂k′j fν)(∂kj ′∂kj ′fν)












































































































































j ′fν − 2∂kj ∂kj ′fν
)
(Hν,j −Eν,j ).
Traduisons maintenant le fait que les γν,I sont nuls dans f−1ν (0).
Supposons qu’il existe des valeurs de j et de k 6= k′ telles que Hν,j −Eν,j = 0 dans f−1ν (0).
La relation d’homogénéité vérifiée par fν entraîne que fν(z1, . . . , zq) est inchangé lorsqu’on
échange zk avec zk′′ et zk′ avec zk′′′ . La relation Hν,j −Eν,j = 0 est donc vérifiée pour toutes les
valeurs de k 6= k′ et d’après 1.11,Σν est une forme de Chow.












j ′fν − 2∂kj ∂kj ′fν = 0.
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Cela signifie, d’après 1.5, que l’hypersurface Σˇν = µ(Σν) de G(N + 1 − q,V ∗) formée des
polaires des s ∈ Σν est la forme de Chow d’un sous-ensemble algébrique de codimension
N + 1− q de P(V ∗).
Réciproquement, si Σˇν est une forme de Chow, alors Σν est le transformé de Chow d’un
courant. C’est une conséquence du résultat suivant.
PROPOSITION 4.12. – Un courantΘ de bidegré (1,1) surG(q,V ) est le transformé de Chow
d’un courant réel fermé T de bidegré (q, q) sur P(V ) si et seulement si µ∗Θ est le transformé
de Chow d’un courant réel fermé S de bidegré (N + 1− q,N + 1− q) sur P(V ∗).
Démonstration. – Supposons que µ∗Θ = C(S) avec S de classe C∞.
Notons, pour |I | = |J | = N + 1− q , comme précédemment SI,J les coefficients de l’image
réciproque dans V ∗ de S. La propriété d’homogénéité vérifiée par les transformées de Radon
S˜I,J s’exprime aussi en écrivant que la fonction qui à ζ = (ζ 1, . . . , ζN+1−q) ∈ (V ∗)N+1−q
associe |ζ 1 ∧ · · · ∧ ζN+1−q |2S˜I,J (ζ ) est invariante par l’action de GLN+1−q(C). Considérons
donc sur V q , pour |I | = |J | = q , la fonction CI,J définie par |z1 ∧ · · · ∧ zq |2CI,J (z) =
|ζ 1 ∧ · · · ∧ ζN+1−q |2S˜I c,J c (ζ ) avec ζ une base quelconque du polaire de z1, . . . , zq et I c le
complémentaire de I .
Supposons que z appartienne à l’ouvert partout dense de V q défini par P{0,...,q−1}(z) =
det(zkj ) 16k6q06j6q−1 6= 0. Fixons un entier k0 ∈ [1,N+1−q] et définissons pour k 6= k0 un vecteur ζ
k
de coordonnées ζ kl =−P{0,...,l−1,k+q−1,l+1,...,q−1}(z)/P{0,...,q−1}(z) si l 6 q − 1 et sinon ζ kl = 0




si l 6 q − 1 et sinon ζ k0l = 0 sauf ζ k0k0+q−1 = 1/P{0,...,q−1}(z)N−q−1. Alors ζ est une base
du polaire de z1, . . . , zq telle que z1 ∧ · · · ∧ zq et ζ 1 ∧ · · · ∧ ζN+1−q se correspondent dans
l’isomorphisme
∧q
V '∧N+1−q V ∗ ⊗∧N+1 V et donc CI,J = S˜I c,J c ◦ µˆ avec µˆ l’application
qui à z associe ζ .
Désignant par (QI )|I |=N+1−q les coordonnées de Plücker d’un point sur (V ∗)N+1−q , le relevé
deµ∗Θ dans (V ∗)N+1−q s’écrit
∑
|I |=|J |=N+1−q S˜I,J dQI ∧dQ¯J . En y appliquant µˆ∗ on déduit
que τ ∗Θ =∑|I |=|J |=q CI,J dPI ∧ dP¯J dans V q .





suppose que j ′ > q, 6= k0 + q − 1 et on se place dans l’ouvert partout dense défini par





















l S˜I c−j,J c





j S˜I c−j,J c
) ◦ µˆ.






l S˜I c−j,J c =−δj,j
′
S˜I c−j,J c .
D’autre part on a en dérivant sous le signe
∫
:






















Φ(t)= w˜j ′,I c,J c (ζ ),
avec













j ′CjI,J +Cj ′I,J = 0,
c.-à-d. que w˜j ′,I c,J c = 0, équivaut donc par l’injectivité de la transformation de Radon à ce que
les wj ′,I c,J c soient nulles dans V ∗, c.-à-d. à ce que S soit fermée.
En supposant ensuite j, j ′ > q, 6= k0 + q − 1 et en se plaçant toujours dans l’ouvert partout
dense P{0,...,q−1}(z) 6= 0, on a l’égalité :(
∂kj ∂
k′












× ((∂j−q+1l ∂j ′−q+1l′ − ∂j−q+1l′ ∂j ′−q+1l )S˜I c,J c) ◦ µˆ= 0.
Les relations de John sont donc vérifiées.
Il résulte de tout ceci qu’il existe une forme différentielle T de bidegré (q, q) de classe C∞
dans P(V ) telle que Θ = C(T ).





j ′ S˜jI,J + S˜j ′I,J = 0 dans (V ∗)N+1−q pour |I | =N − q, |J | =N + 1− q .
Traitons maintenant le cas où S est un courant. On utilise un argument de régularisation. Avec
des notations déjà employées, les formes différentielles µ∗(Θn) = (µ∗Θ)n sont transformées
de Chow de formes différentielles Sn de classe C∞ fermées dans P(V ∗). On peut donc écrire
Θn = C(Tn) avec des formes différentielles Tn de classe C∞ fermées dans P(V ) et dont les
coefficients vérifient |z1∧ · · ·∧ zq |2T˜n,I,J (z)= |ζ 1∧ · · ·∧ ζN+1−q |2S˜n,I c,J c (ζ ) avec ζ une base
quelconque du polaire de z1, . . . , zq . La formule d’inversion (3.7) entraîne alors que la suite Tn
converge faiblement vers un courant T nécessairement fermé et tel que C(T )=Θ . 2
Citons pour illustrer la proposition précédente l’exemple de G1,3. Après changement de
variable dans l’équation (∂1j ∂
2
j ′ − ∂1j ′∂2j )(∂1i1∂2i2 − ∂1i2∂2i1) 1f = 0 on établit la :
PROPOSITION 4.13. – Soit Σ = f−1(0) une hypersurface algébrique irréductible de G1,3
et F((Pjk)06j<k63) un polynôme homogène sur
∧2C4 tel que f (z1, z2) = F(z1 ∧ z2), défini
modulo R = P01P23 − P02P13 + P03P12. Alors Σ est le transformé de Chow d’un courant de











Comme Σˇ est définie dans les coordonnées de Plücker associées à la base duale (e∗j )06j63
par les équations G = R = 0 avec G = F(P23,−P13,P12,P03,−P02,P01), on voit que c’est
bien équivalent à ce que Σˇ soit le transformé de Chow d’un courant de bidegré (2,2) de P∗3.
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soit vérifiée dans Σ . On voit que c’est bien équivalent à ce que Σˇ soit elle aussi co-isotropique.
En conclusion on a la :
PROPOSITION 4.14. – Un diviseur c1Σ1 + · · · + crΣr de G(q,V ) est le transformé de Chow
d’un courant de bidegré (q, q) de P(V ) lorsque pour tout ν, Σν est la forme de Chow d’un
sous-ensemble algébrique de codimension q de P(V ) ou bien Σˇν ⊂ G(N + 1 − q,V ∗) est la
forme de Chow d’un sous-ensemble algébrique de codimension N + 1− q de P(V ∗).
Interprétons, pour Σ une hypersurface de G(q,V ), le fait que Σˇ soit la forme de Chow d’un
sous-ensemble algébrique irréductible Y ⊂ P(V ∗) de dimension q − 1 : un point s ∈G(q,V )
appartient à Σ lorsqu’il existe [ξ∗] ∈ Y dont le noyau ξ∗⊥ contienne s. Notons X = Y ∗ la
variété duale de Y . Soit WX ⊂ P(V ) × P(V ∗) la variété d’incidence associée à X, définie
comme la fermeture de Zariski de {([x], [ξ∗]) ∈Xreg×P(V ∗),pi−1T[x]X ⊂ ξ∗⊥}. La dimension
de WX est N − 1 et sa projection dans P(V ∗) est égale à Y . Donc pour [ξ∗] ∈ Y générique,
la fermeture de Zariski de la fibre {[x] ∈ Xreg,pi−1T[x]X ⊂ ξ∗⊥} a pour dimension N − 1 −
dimY = N − q et celle intersecte elle donc P(s). Si [x] est un point d’intersection, on a alors
dim(pi−1T[x]X+ s)6N d’où il ressort que Σ est la fermeture de Zariski des s ∈G(q,V ) pour
lesquels il existe [x] ∈Xreg ∩ P(s) vérifiant dim(T[x]X ∩ P(s))> q − codimX.
Le fait que X soit la variété duale de X∗, c.-à-d.







(en notant aussi pi la projection de V ∗ − {0} sur P(V ∗)) et que dimX∗ = q − 1 entraîne que X
est réglée en sous-espaces projectifs de dimension N − q et donc nécessairement codimX < q
sauf si X est un PN−q .
Soit W ∈ G(q + 1,V ) tel que P(W) coupe X transversalement en un sous-ensemble
algébrique de dimension q − codimX. Il apparaît alors que Σ ∩ G(q,W) est la variété duale
dans P(W∗) de X ∩ P(W).
On peut maintenant établir le :
COROLLAIRE 4.15. – Un courant T de bidegré (q, q) défini dans une variété projective,
fermé et localement rectifiable est le courant d’intégration associé à un cycle algébrique.
Démonstration. – On suppose T défini dans P(V ). Le courant C(T ) est de bidegré (1,1),
fermé et localement rectifiable. D’après [18], c’est donc un diviseur deG(q,V ) qu’on peut écrire
Σ1 +Σ2 avec Σ1 qui est la forme de Chow d’un cycle de codimension q dans P(V ) et Σˇ2 qui
est la forme de Chow d’un cycleX∗ de P(V ∗) de dimension q− 1. Comme Σˇ2 est le transformé
de Chow d’un courant localement rectifiable, pour presque tout W ∈G(q + 1,V ), la restriction
Σ2 ∩G(q,W) est la forme de Chow d’un cycle de dimension 0 c.-à-d. une combinaison linéaire
finie d’hyperplans de P(W∗). Il en résulte que la restriction X∩P(W) est un ensemble fini c.-à-
d. q = codimX et donc Σ2 est lui aussi une forme de Chow. Le fait que C est injective entraîne
alors la conclusion. 2
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5. Transformation de Chow et plongement de Veronese
Au lieu d’intégrer un courant T de bidimension (p,p) défini dans P(V ) seulement sur
les sous-espaces projectifs de codimension p + 1, on peut aussi l’intégrer sur d’autres cycles
algébriques de codimension p + 1 de P(V ). Pour d entier > 1, on considère, avec les notations
du §3.c, la transformation Cd = COP(V )(d) obtenue en composant l’application image directe des
courants par le plongement de Veronese P(V )→ P(SdV ) et la transformation de Chow pour
les courants définis sur P(SdV ). La question est de savoir, lorsque Cd (T ) est le courant associé
à un diviseur, si T est lui aussi le courant associé à un cycle algébrique. Nous allons montrer que
cette propriété est vérifiée pour tout d > 2.
LEMME 5.1. – Soit u une fonction de classe C∞ dans V − {0} vérifiant, avec q = N − p,
la relation d’homogénéité u(λx) = |λ|−2qu(x) pour λ ∈ C∗ et x ∈ V − {0}. On note v la
fonction de classe C∞ dans V ∗ − {0} définie par |z1 ∧ · · · ∧ zq |2u˜(z)= |ζ 1 ∧ · · · ∧ ζ p+1|2v˜(ζ )
lorsque ζ = (ζ 1, . . . , ζ p+1) ∈ (V ∗)p+1 est une base quelconque du polaire de la famille z =
(z1, . . . , zq) ∈ V q . On a alors la relation entre transformées de Radon :








Démonstration. – L’existence de v résulte des relations de John comme il a été vu dans
la démonstration de 4.12. La fonction ∂
∂xj ′
(xju) qui a la même propriété d’ homogénéité
que u a pour transformée de Radon ( ∂
∂xj ′








)u˜ comme on le
voit directement par dérivation sous le signe
∫
. Écrivant, avec les notations utilisées dans la
démonstration de 4.12, u˜= v˜ ◦ µˆ et reprenant les calculs effectués alors, on trouve (−yj ′ ∂v∂yj )˜ ◦
µˆ. 2




· · ·eαrir où 1 6
r 6 d,0 6 i1 < · · · < ir 6 N et les αk > 1 sont tels que α1 + · · · + αr = d . Étant donnée une
suite j = (j1 . . . jd) d’entiers entre 0 et N , on note xj la coordonnée de x ∈ SdV par rapport
au vecteur de la base précédente associé à cette suite. La sous-variété de Veronese de P(SdV )
est alors définie par les équations xjxn = xlxm pour toutes les suites j,n, l,m telles que les
mêmes indices apparaissent d’une part dans j,n et d’autre part dans l,m et le même nombre de
fois.
Supposons que l’image directe θ par le plongement de Veronese P(V )→ P(SdV ) d’un
courant T de bidimension (p,p) de P(V ) ait pour transformé de Chow un diviseur Σ de
G(q,SdV ) avec q = (N+d
d
)− (p+ 1). D’après la Proposition 4.14, on peut écrireΣ =Σ1+Σ2
avec Σ1 qui est la forme de Chow d’un cycle Z de P(SdV ) de dimension p et Σˇ2 qui est la
forme de Chow d’un cycle Y de P(SdV ∗) de codimension p+ 1.
Notons R le courant de bidimension (p,p) dans P(SdV ) qui a pour transformé de Chow
Σ2. Les coefficients de son image réciproque dans SdV vérifient, avec les notations de 5.1, les
relations |z1 ∧ · · · ∧ zq |2R˜I c,J c (z) = |ζ 1 ∧ · · · ∧ ζ p+1|2K˜I,J (ζ ) en notant KI,J les coefficients
de l’image réciproque dans SdV ∗ du courant d’intégration sur Y .
Remarquons d’abord que (xjxn−xlxm)θ = 0, donc la transformée de Radon de ∂2∂xj′∂xn′ ((xjxn−
xlxm)θI c,J c ) est nulle. Autrement dit l’opérateur :

















































est annulé par la distribution θ˜I c,J c . La formule (3.6) qui permet d’exprimer cette distribution à
partir des polynômes définissant les images réciproques dans SdV des différentes composantes
irréductibles de Σ montre, en se plaçant au voisinage d’un point du support de Σ2 qui n’est pas
dans le support de Σ1, que cet opérateur est annulé également par R˜I c,J c c.-à-d. la transformée
de Radon de ∂2
∂xj′∂xn′
((xjxn − xlxm)RIc,J c ) est nulle.
On désigne par yj les coordonnées sur SdV ∗ par rapport à la base duale formée des e∗j1 . . . e
∗
jd
pour 0 6 j1 6 · · · 6 jd 6 N qui seront notés désormais e∗j . Le Lemme 5.1 entraîne alors que





)KI,J est nulle dans (SdV ∗)p+1 et on a donc








Il s’agit maintenant de déterminer les Y pour lesquels ces équations sont vérifiées.
Au voisinage d’un de ses points réguliers, on peut écrire l’image réciproque du support de Y
dans SdV ∗ comme F−1(0) avec F = (F0, . . . ,Fp) application holomorphe de rang p + 1 au
voisinage de ce point. Le courant d’intégration associé à Y y est alors proportionnel, en notant
δ la masse de Dirac en 0 dans Cp+1, à F ∗(δ( i2∂∂|t|2)p+1) = (δ ◦ F)( i2∂∂|F |2)p+1 de sorte
que KI,J = (p+ 1)! i(p+1)
2
2p+1 λIλJ δ ◦ F avec λI = det(∂ikFk′)06k,k′6p où I = {i0, . . . , ip} et ∂ik la
dérivée partielle par rapport à yik .
Il y a donc annulation de 1
λI






◦ F +∑06k6p Bk ∂δ∂tk ◦ F où :
Akk′ = (∂jFk)(∂nFk′)− (∂lFk)(∂mFk′) et
Bk = ∂j∂nFk − ∂l∂mFk + 1
λI
(
(∂jFk)(∂nλI )+ (∂jλI )(∂nFk)− (∂lFk)(∂mλI )− (∂lλI )(∂mFk)
)
.
On en déduit en tout point de F−1(0) l’annulation desAkk , ce qui implique l’existence de γk,j
tels que ∂jFk = γk,j1 . . . γk,jd . Exploitons ensuite l’annulation des Akk′ + Ak′k . Tout d’abord,
il existe un indice l tel que γk,lγk′,l 6= 0. Sinon en considérant i et j tels que γk,iγk′,j 6= 0 et
j= (i . . . i),n= (j . . . j ), l= (i . . . ij ) et m= (j . . . j i) on aurait une contradiction. Avec ensuite
j = (l . . . lii),n = (l . . . ljj) et l = m = (l . . . lij ) on a Akk′ + Ak′k = (γk,lγk′,l)d−2(γk,iγk′,j −
γk,jγk′,i )2 dont l’annulation signifie que les vecteurs (γk,j )j et (γk′,j )j sont colinéaires donc que
la matrice jacobienne de F est de rang 6 1 et nécessairement p = 0 si Y 6= 0.
Dans ce cas, on a alors en tout point de F−1(0) l’égalité 2 ∂mA00
∂mF
= B0 qui s’écrit aussi, en









Justifions maintenant, pour tout l, l’existence d’une constante cl,m telle que ∂lF − cl,m∂mF =
0 dans F−1(0). Supposons ∂lF non identiquement nulle dans F−1(0). Plaçons-nous dans la
M. MEO / J. Math. Pures Appl. 79 (2000) 21–56 55








pour montrer que la fonction ∂lF
∂mF
est constante, on peut supposer que l et m contiennent un indice
commun par exemple ld =md . Soit m′ = (m′1 . . .m′d) tel que ∂m′F soit non identiquement nulle
































Si maintenant m′ est tel que ∂m′F soit identiquement nulle dans F−1(0), alors en dérivant dans
















Ainsi la dérivée de ∂l1...ld−1md F
∂mF
selon tout vecteur de T F−1(0) est nulle puisque cet espace est
engendré par les ∂m′ − ∂m′F∂md ...md F ∂md ...md .
On peut maintenant en déduire que F−1(0) est défini par une équation linéaire.
En raisonnant avec les coordonnées (y ′l) associées à la base formée de e
∗
m et des e∗l − cl,me∗m
pour l 6= m (avec m fixé) on voit que ∂F
∂y ′l
= 0 dans F−1(0) pour l 6= m. A l fixé, en résolvant
cette équation, on voit que F est le produit d’une fonction partout non nulle et d’une fonction
G ne dépendant pas de y ′l. En raisonnant sur G et ainsi de suite, on voit que F est le produit
d’une fonction partout non nulle et d’une fonction de y ′m uniquement. Ainsi F−1(0) est défini par
l’équation y ′m = 0 et donc Y est un diviseur de P(SdV ∗) dont chaque composante est l’hyperplan
dual d’un vecteur de SdV qui est une puissance d-ème.
On peut donc conclure :
PROPOSITION 5.4. – Si l’image directe par le plongement de Veronese P(V )→ P(SdV ) en
degré d > 2 d’un courant T de bidimension (p,p) de P(V ) a pour transformé de Chow un
diviseur de G(p+ 1, SdV ∗), alors T est le courant d’intégration associé à un cycle algébrique.
Démonstration. – On a vu que si p 6= 0 alors Y = 0 et doncΣ =Σ1 est une forme de Chow et
si p = 0 alors Y ∗ est un cycle de dimension 0 contenu dans la sous-variété de Veronese et donc
sa forme de Chow tangentielle Σ2 est en fait une forme de Chow et il en est de même pour Σ .
Soit Z0 un cycle tel que C(Z0)=Σ . Par injectivité de C , [Z0] est l’image directe de T et il est
contenu dans la sous-variété de Veronese. En notantM0 le cycle de P(V ) dont il est l’image par
le plongement de Veronese, on a finalement T = [M0]. 2
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